ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への等長的多重調和はめ込みの研究 by 古畑 仁
ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への等長的
多重調和はめ込みの研究
著者 古畑 仁
号 38
学位授与番号 1393
URL http://hdl.handle.net/10097/38271
r
 氏名・(本籍)
ふるはた
古畑
ひとし
仁
 学位の種類博士(理学)
 学位記番号理博第1393号
 学位授与年月日平成7年3月24日
 学位授与の要件学位規則第4条第i項該当
 研究科, 専攻東北大学大学院理学研究科
 (博士課程)数学専攻
学位論文題目
論文審査委員
 IsometricpluriharmonicimmersionsofK昌hier
manifol(isintosemi-Euclideanspaces
 (ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への等長的多重調
 和はめ込みの研究)
教
教
季青
西
 )
授査主
 (
教
授劔持勝衛
授堀田良之
論文目次
11ntroduction
2Preliminaries
 2.1Sem三一EucHdeanspaces
2.2Fundamentaltheoryofisometricimmersions
2.3Pluriharmonicimmersions
2.4Holomorphicimmersions
3Modulispaceofisometricpluriharmonicimmersions(Localtheory)
3.1Ciassificationtheorem
3.2Examples
 41sometricpluriharmonicimmersionsofcompleteK且hlermanifolds(G玉obaltheory)
4.1Cylindertkeorem
4.2Bernsteinproperty
References
 一45一
論文内容要旨
 本学位論文の目的は,ユークリッド空間内の極小曲面に対するカラビとローソンによる分類定
 理を拡張し,一般次元の単連結なケーラー多様体から擬ユークリッド空間への,等長的な多重調
 和はめ込みを分類することである。とくに,ケーラー多様体に関する大域的な仮定のもとに,こ
 のようなはめ込みが全測的あるいは柱状的になるための判定条件を求め,また,分類定理の応用
 として,ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への等長的な多重調和はめ込みの新しい具体例
 を構成する。
 以下,本論文の構成に沿って,主要結果について説明する。
 3次元ユークリッド空間内の極小曲面は石鹸膜の数学的なモデルであり,古くから多くの学者
 により研究されてきた。このような曲面は,幾何学的には平均曲率が0である曲面として特徴づ
 けられる。また,3次元ミンコフスキー空間内の曲面でその誘導計量が正定値かっ平均曲率が0
 のものは,空間的極大曲面とよばれ極小曲面と同様に興味をもたれてきた。本論文では,これら
 の曲面に関する理論を高次元化する。
 ユークリッド空間内の極小曲面やミンコフスキー空間内の空間的極大曲面は,自然にリーマン
 面(1次元ケーラー多様体)からの等長的な調和はめ込みとみなすことができる。これらの曲面
 の性質の多くは,ワイエルシュトラス型の表現公式から導かれるが,この公式はこのケーラー構
 造を木質的に用いて得られている。したがって,ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への多
 重調和はめ込みが,これらの曲面の自然な一般化になっていると考えられる。
 指数Nをもつ実(ノ〉+P)次元擬ユークリッド空間踏+Pとは,(N+P)次元実ベクトル空間
 R旭Pに標準的な計量〈・,。〉:=一(dX})2一…一(dX製)2+(dX入『+1)2+…+(dX脳P)2をいれ
 たものをいう。ケーラー多様体ルf=(M,」,g)から擬ユークリッド空間酬+Pへの写像∫が,等
 長的な多重調和はめ込みであることは,ヂ〈・,・〉=gかっMの局所複素座標系(21,…,♂)に
 対して∂2∫/∂・・∂プ≡0が成り立つときをいう。第一の条件は,∫が等長はめ込みであるこ
 とを意味する。第一の条件のもとで,第二の条件は∫の第二基本形式の複素化の(1,1)成分
 が恒等的に消えることと同値である。ケーラー多様体が複素1次元の場合には,擬ユークリッド
 空聞琳+Pの指数Nが0ならば,このようなはめ込みはユークリッド空間内の極小曲面,また指
 数ノVが1ならば,ミンコフスキー空間内の空間的極大曲面である。
 ケーラー多様体から複素擬ユークリッド空間C澤+Pへの等長的な正則はめ込みは,等長的な多
 重調和はめ込みであることが定義からただちにわかる。また,等長的な多重調和はめ込みの平均
 曲率は0である。逆に,複素肌次元ケーラー多様体から擬ユークリッド空間R弼+Pへの等長はめ
 込みは,N=0またはP=2肌の場合,平均曲率が0ならば多重調和的になる。(N=0の場
 合は,ダイチャーとロドリゲスにより示されていた。)
 与えられた極小曲面と等長的な極小曲面を分類することは,ユークリッド空間内の極小曲面論
 において基本的な問題であった。カラビは,単連結なリーマン面からユークリッド空間への等長
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 的な調和はめ込みの合同類を,ある条件をみたす複素行列と1対1に対応づけることで,その解
 答を与えた。われわれはカラビの結果を等長的な多重調和はめ込みに対して拡張する。すなわち,
 単連結な複素肌次元ケーラー多様体Mから擬ユークリッド空間R鐸+Pへの充満で等長的な多重
 調和はめ込みの合同類全体ノ(ハめR彊+P)が,行列のなす集合の中に自然に実現できることを示
 す。
 ケーラー多様体Mから複素擬ユークリッド空間C員+ρへの充満で等長的な正則はめ込みΦが存
 在すると仮定する。このとき,複素擬ユークリッド空間C㌍の次元(π+ρ)および指数πはM
 から定まり,等長的な正則はめ込みはC㌍のユニタリー変換を除いて一意的である。∫∈[刀∈
 ノ∫(五41R㌍)に対して,次の(SO)から(S3)をみたす(N+P)×(π+p)次の複素行列Sが
 自然に定まる。
 (SO)戸4万ReSΦ,
 (S1)エ(∂Φ/∂zα)[SINpS(∂Φ/∂zβ)=0,
 (S2)宰S1/vpS=1吻
 (S3)rank(S,S)=亙+P.
 ここで1NPは,1NP(X1,…,F,XN+1,…,V+P)=(一X1,…,一Xπ,XN+1,…,XN+P)で定まる
 (N+P)x(N+P)次の行列,(S,S)はSとその複素共役Sを並べた(N+P)×2(π+ρ)次の
 行列を表す。このSに対して,P二=IS1畑Sで定義される(π+ρ)×(π+、ρ)次の複素行列Pは,
 次の性質(P1)から(P4)をみたす。
 (P1)仁(∂Φ/∂zα)P(∂Φ/∂。β)=0,
 (P2)こP=R
 (P3)毒エ.(1ザ置P1詔)処≦0,毒∬+(1.,一P1叩P)エ+≧0,
 (P4)sign(1叩」P輪P)=(N一π,P-P).
 ここで,エ±はエー=。(苅,…,x.,0,…,0),∬+=ε(0,…,0,劣、+1,…,劣.+p)という形の任意のベクト
 ルである。性質(P1)から(P4)をみたす(η+ρ)x(π+p)次の複素行列全体をρ(Φ;!〉,P)
 で表す。
 我々の主定理は次の通りである:単連結なケーラー多様体MからC員+ρへの充満で等長的な正
 則はめ込みΦに対して,上で定まる対応ノ(ハ4;R鐸+P)∋[刀∋∫→S→・SINpS∈ρ(Φ;!〉∫P)
 ⊂C("+P)2は,諸〆(1匠・踏÷P)からρ(Φ;瓦P)への全単射である。
 この定理は,単連結なケーラー多様体MからR得+Pへの充満で等長的な多重調和はめ込みのモ
 ジュライ空間認∫(M;踏+P)が行列のなす集合ρ(Φ;亙P)として実現できることを主張してい
 る。
 次に,ケーラー多様体に大域的な性質を仮定した場合には,以下の結果が得られる。
 阿部は,完備な複素肌次元ケーラー多様体Mから実余次元1のユークリッド空間R2肌+1への
 等長的な多重調和はめ込みは(2m-2)一柱状的であることを示した。ここで(2肌一2)一
 柱状的とは,Mがi次元ケーラー多様体Nとユークリッド空間C隅一1の積に分解し,はめ込みが
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 Nからユークリッド空聞R3への等長的な(多重)調和はめ込み/とユークリッド空間の恒等写
 像idこcm-1→c肌一1との積ヂ×idゴv×c隅一1=M→R2吊一1=R3xcm-1として表されるこ
 とをいう。この結果は,擬ユークリッド空間へのはめ込みの場合にも成り立つことがわかる。
 ダイチャーとロドリゲスは,完備なケーラー多様体から実余次元2のユークリッド空間への等
 長的な多重調和はめ込みを分類した。しかし実際には,このようなはめ込みの具体例は柱状はめ
 込みと正則はめ込みしか知られていなかった。ここで正則はめ込みとは,ユークリッド計量と両
 立する複素構造で,そのはめ込みを正則とするものが実余次元2のユークリッド空間内に入りう
 るようなはめ込みを意味する。著者は,前述の分類定理の表示を利用して,C2と双正則な完備
 ケーラー多様体から実ユークリッド空間R6への等長的な多重調和はめ込みで,非柱状的かっ非
 正則なものを具体的に構成した。この例は,多項式で定義された完備複素線織的はめ込みである。
 (これは,後にダイチャーとグロモールによって,別な方法で再構成された。)
 さらに,一般の余次元の場合については次の柱状定理が得られる。完備な複素襯次元ケーラー
 多様体から擬ユークリッド空間への等長的な多重調和はめ込みは,相対退化指数レが2肌一2以
 上ならば(2隅一2)一柱状的である。ここで,等長はめ込みの相対退化指数とは型作用素の核
 の次元のことである。(この結果は,ユークリッド空間の場合はダイチャーとロドリゲスによっ
 て得られていた。)
 石原は,チェンとヤウの結果を拡張して,完備な4次元リーマン多様体から不定値計量をもつ
 ユークリヲド空間R鮒への等長的な極大はめ込みは全測地的であることを示した。ここで,余
 次元が擬ユークリッド空間の指数と等しいと仮定していることに注意する。とくに,完備な複素
 m次元ケーラー多様体からR炉梱への等長的な多重調和はめ込みは全測地的である。
 余次元が擬ユークリッド空間の指数と異なる場合には,この定理は一般的に成立しないが,実
 は次が成り立つ:∫をケーラー多様体Mから擬ユークリッド空間R器+Pへの等長的な多重調和は
 め込みとし,Mはひと双正則,かっR脊+Pの指数Nは0または1と仮定する。このとき,次の
 条件をみたす定ベクトルθ∈R鐸+Pと正定数εが存在すれば,∫は全測地的になる。その条件は,
 1〈θ,∂∫/∂2∫〉ド〉0かつ1〈2,∂∫/∂zノ〉ド≧ε区∂∫/∂♂,
 ∂∫/∂2'〉1(ノ=1,…,m)が成り立つこと,さらに1▽=1のときはθとして時間的ベクトルが
 とれることである。この条件は,Mの接空間の像があまり広がらないことを要請している。
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 論文審査の結果の要旨
 3次元ユークリッド空間内の極小曲面は石鹸膜の数学的モデルであり,古くから研究されてい
 る。また3次元ミンコフスキー空間内の空間的極大曲面は,相対性理論との関係において重要な
 研究対象である。
 これらの曲面は,自然にリーマン面(1次元ケーラー多様体)からの調和はめ込みとみなすこ
 とができる。またその曲面の性質は,多くの場合ワイエルシュトラウス型の表現公式から導かれ
 るが,この公式はリーマン面のケーラー構造を本質的に用いて得られている。
 本論文で著者はこれらの点に着目し,極小曲面や極大曲面に関する分類理論を高次元化して,
 一般次元のケーラー多様体から擬ユークリッド空間への多重調和はめ込みに対して,そのモデュ
 ライ空間を決定している。
 すなわち.論文の第1章において,単連結なケーラー多様体から擬ユークリッド空間への充満で
 等長的な多重調和はめ込みの合同類のなす空間が,複素行列のなす空間のなかに自然に実現でき
 ることを証明している。これは,極小曲面に対するカラビとローソンによる分類定理の一般化で
 あり,彼らの分類理論が高次元できることを示しただけでなく,その分類理論において等長的は
 め込みの「多重調和性」が最も本質的な性質であることを明らかにした点において,大変重要な
 結果である。
 論文の第2章においては,このモデュライ空間の表示を利用して,2次元複素ユークリッド空
 間と双正則な完備ケーラー多様体から6次元実ユークリッド空聞への等長的な多重調和はめ込み
 で,非柱状的かっ非正則なものを,多項式で定義された完備複素線織的はめ込みとして具体的に
 構成した。このような例の構成は,1991年にダイチャーとロドリゲスにより提出された未解決問
 題を肯定的に解決するものであり,従来の方法ではこのようなはめ込みが局所的にすら構成でき
 なかったことから,高く評価されている。
 さらに第3章においては,完備なケーラー多様体の多重調和はめ込みが,全測地的あるいは柱
 状的になるための大域的な判定条件を与えている。
 以上,本論文にまとめられた諸結果は,ケーラー多様体から擬ユークリッド空間への多重調和
 はめ込みの研究が,従来のケーラー多様体の等長的正則はめ込みの研究よりも,重要で興味深い
 研究対象であることを明らかにするものであり,論文提出者が自立して研究活動を行うに必要な
 高度の研究能力とその基礎となる豊かな学識を有することを示している。
 よって,古畑仁提出の論文は博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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